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        ))))نامه را با دقت مطالعه کنيدنامه را با دقت مطالعه کنيدنامه را با دقت مطالعه کنيدنامه را با دقت مطالعه کنيد    لطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخلطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخلطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخلطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخ((((

در ابتدا، دو عدد : دهند ين صورت انجام ميبه ا يبازک يبهادر و پدرام  )۱
۱

۲۰۰۹
و   

۱

۲۰۰۸
در هر نوبت، بهادر . تخته نوشته شده است يرو 

بهادر برنده است . دهد يش ميافزا � ميزانو آن را به  دهيبرگزتخته را  ياز اعداد رو يکيکند و پدرام  يرا انتخاب م �خواه  عدد دل

 ]امتياز ۳[د؟ شو دهپدرام، برنرغم هر تلاشي از سوي  علي دارد که، يروش ا بهادريآ. شود ۱تخته برابر  يرو ياگر عدد

از  يد که ضلعکرم يتقس يمساوبه دو قسمت  يا به گونه يتوان توسط خط يمآن را وجود دارد که  يد که چندضلعيثابت کن) الف )۲

 ]امتياز ۲[ م شود؟يتقس ۲به  ۱گر به نسبت يشود و ضلع د نصف يچندضلع

 ]امتياز ۳[ ت وجود دارد؟ين خاصيبا ا يمحدب يا چندضلعيآ) ب

 يا مهره. نوشته شده است» مستقيم«ا ي »چرخش«از دو علامت  يکي، يرکزم مربع، به جز يا خانه ۱۰۱×۱۰۱ک جدول ياز  مربعدر هر  )۳

با علامت  يمربعاگر خودرو  وارد ). به صورت عمود بر مرز(وارد شود  از خارج جدول يمربع مرزتواند از هر  يم» خودرو«به نام 

 ۹۰ يگاه خودرو چرخش شود، آن» چرخش«اگر خودرو  وارد مربعي با علامت . رود يم يه مربع بعدبر يشود، در همان مس» ميمستق«

 يا ا ممکن است علائم را به گونهيآ. جدول قرار دارد يرکزدر مربع م يگنپارکي. دهد يک طرف به انتخاب خود، انجام مي، به يا درجه

 ]امتياز ۵[ وارد شود؟ پارکينگقرار داد که خودرو نتواند به 

دو عضو  ين هندسيانگيا مي ين حسابيانگيم )به جز عضو اول(هر عضو آن . ز داده شده استيمتما يعياز اعداد طب ينامتناه يا دنباله )۴

 ياعضا ين هندسيانگيا مي ين حسابيانگيبه بعد، همه اعضا، فقط م يمشخص ين دنباله لازم است که از جايا در ايآ. مجاور آن است

 ]امتياز ۵[ مجاور باشند؟ 

بعد از هر ساعت، . دستنيا يها م ن برجيا در يانب دهيبه دها  هيدارد و شوال مراقبتبرج  ۹شکل احاطه شده است که  يا رهيوار دايبا د يا قلعه )۵

ا خلاف آن حرکت يساعت  يها در جهت عقربها يها همواره  هيکه هر کدام از شوال يبه طور ؛رود يمجاور م مراقبت به برج هيشوالهر 

تر از  ها در هر برج مراقبت کم هي، تعداد شواليدر ساعت .ستديا يم مراقبت يها برج مهه يبان دهيبه ده ي، هر شوالشب کيطول در . دکن يم

بدون  يبرج يدر ساعتد که يت کنبثا. ها بوده است ه در آنيک شوالياند که فقط  برج مراقبت بوده ۵ قايدقگر، يد يست، و در ساعتيدو ن

 ]امتياز ۶[ .وده استه بيشوال

پرتوها از . است ۶۰°ها  ن آنيه بيزاو. شوند يوارد مثلث م �دو پرتو از رأس . است ۱۲۰°برابر  ���ن يالساق يدر مثلث متساو �ه يزاو )۶

که مثلث  يطوررسند به  يمثلث م يها و به ساق) »شه بازتابيه تابش برابر است با زاويزاو«با توجه به قانون (منعکس شده  ��قاعده 

 يانيد مساحت مثلث ميثابت کن. ديرياست در نظر بگ ��ضلع  يک ضلع آن رويرا که  يسه مثلث .شود يم ميبه پنج مثلث تقس ياصل

 ]امتياز ۷[ .است يمثلث کناردو برابر مجموع مساحت 

��فرض کنيد  )۷
ثابت کنيد اگر اعداد طبيعي . شئ باشد �اي از  از مجموعه) بدون درنظر گرفتن ترتيب(شئ  � هاي انتخاب تعداد راه ��

�� طبيعيعليه مشترک اعداد  ترين مقسوم تر باشند، بزرگ کوچک �از  	و  �
��و  ��

	  ]امتياز ۹[ .است ۱تر از  بزرگ �

وه
گر

ره 
ما

ش
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 (The result is computed from the three problems with the highest scores; the scores for the individual parts of a 

single problem are summed.) 

points problems 

3 

1. Basil and Peter play the following game. Initially, there are two numbers on the board: 

1/2009 and 1/2008. At each move, Basil chooses an arbitrary number �, and Peter 

selects one of the numbers on the board and increases it by �. Basil wins if some 

number on the board becomes equal to 1. Has Basil a way to win for any action of 

Peter? 
   

2 

2. 

a) 

 

Prove that there exists a polygon which can be dissected by a line segment into two 

equal parts so that some side of the polygon is divided in half, and another side at a 

ratio of 1:2? 

3 b) Does there exist a convex polygon with this property? 
   

5 

3. In each square of the board 101×101, except the central one, there is one of two 

signs: "turn" or "straight". The chess piece "car" can enter any square on the 

boundary of the board from outside (perpendicularly to the boundary). If the car 

enters a square with the sign "straight" then the car goes to the next square in the 

same direction. If the car enters a square with the sign "turn" then the car makes a 

right-angle turn in any direction, by its choice. The central square of the board is 

occupied by a house. Is it possible to place the signs so that the car cannot enter the 

house? 
   

5 

4. We are given an infinite sequence of distinct positive integers. Each of its terms 

(except the first one) is either the arithmetic mean or the geometric mean of two 

neighboring terms. Is it necessary that in this sequence all terms starting from a 

certain one are only arithmetic means or only geometric means of the neighboring 

terms? 
   

6 

5. A castle is surrounded by a circular wall with 9 towers, and knights stand guard on 

these towers. After an hour, each of them goes to a neighboring tower so that each 

knight either moves always clockwise or counterclockwise. During a night, each knight 

stands guard on each tower. During some hour there were not less than two knights 

on each tower, and during another hour there were just 5 towers such that there was 

just a single knight on each of them. Prove that during some hour there were no 

knights on some tower. 
   

7 

6. Angle � in an isosceles triangle ��� equals 120°. Two rays go from vertex � inwards 

the triangle. The angle between them equals 60°. The rays reflect from base �� 

(according to the rule "the angle of incidence equals the angle of reflection") and 

reach the lateral sides so that the original triangle is divided into 5 ones. Consider 

those 3 triangles which adjoin side ��. Prove that the area of the middle triangle 

equals the sum of areas of the two extreme ones. 
   

9 

7. Let ��
�� be the number of ways that � objects can be chosen (regardless of order) 

from a set of � objects. Prove that if positive integers � and 	 are less than �, then 

integers ��
�� and ��

	 � have a common divisor greater than 1. 
  


