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        نامه را با دقت مطالعه کنيد)نامه را با دقت مطالعه کنيد)نامه را با دقت مطالعه کنيد)نامه را با دقت مطالعه کنيد)    (لطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخ(لطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخ(لطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخ(لطفا پيش از شروع، صفحه اول پاسخ

روز موظف به خدمت  �به مدت  �اي مشخص دارد (که عددي است طبيعي). نگهباني با رتبه  ها، هر نگهبان رتبه در تيمي از نگهبان )۱

روز موظف به خدمت است، و به همين ترتيب. براي هر دو  �رود، و دوباره به مدت  روز به مرخصي مي �بوده، و سپس به مدت 

هر لحظه  ها امکان دارد که در است. آيا براي اين تيم از نگهبان ۳تر حداقل  نگهباني که در نظر بگيريم، نسبت رتبه بالاتر به رتبه کم

 ۴. [روز خدمت خود را شروع کرده باشند) يک ها همه در حداقل يک نگهبان موظف به خدمت باشد؟ (لزومي ندارد که نگهبان

 امتياز]

ن نقاط يتوان ا يد ميم قرار ندارند. ثابت کنيک خط مستقي يروها  از آن ييچ سه تايهو اند  شده صنقطه مشخ ۱۰۰ يا رهيدر داخل دا )۲

. ره باشدين دايگذرند، در داخل ا يم هجفت نقط ۵۰ن يکه از ا يخط ۵۰که همه نقاط برخورد  يم کرد، به طورينقس ييها را به جفت

 امتياز] ۵[

 ، عدد�ح يهر عدد صح يکه برا يوجود دارند به طور ��، ...، �۲، �۱ح يصح د اعدادياست. ثابت کن يعيطب يعدد �فرض کنيد  )۳

�� �	�۲ 
 �۱�۲ 
 �۲�۲ 
 
 
 ���۱�
۲


 �� 
   امتياز] ۶[ ر است.يپذ بخش ۲ �-۱بر 

دو  يک نقطه قرار دارد. سپس هر دو نقطه را که رويهر وجه  يکه رو يطوربه  ،مکعب واحد مشخص کرد يشش نقطه را رو يعل )۴

که او  يعددد يها را حساب کرد. ثابت کن خط ن پارهيت او مجموع طول ايخط به هم متصل کرد. در نها ک پارهيوجه مجاور بودند، با 

  امتياز] ۶[ ست.يتر ن کم       ، ازآورد به دست 
خارجي  يزوايا سازهاي نسبت به نيم �قرينه خط  ��، ��،  ��مماس است. فرض کنيد خطوط  ���بر دايره محاطي مثلث  �خط  )۵

 امتياز]  ۸[است. همنهشت  ���با مثلث  ،آيد باشد. ثابت کنيد مثلثي که توسط اين خطوط به وجود مي ���مثلث 

. آيا همواره ممکن است که صفحه است �۲ام برابر �ل ي، مساحت مستط�هر عدد  يها، برا لياز مستط يک دنباله نامتناهيالف) در  )۶

 امتياز]  ۳ها پوشيده شود؟ (روي هم قرار گرفتن مجاز است). [ توسط آن

 لزوماًوجود دارند. آيا  �از  تر مساحت بيش مجموع هايي با ، مربع�که براي عدد  يورداده شده، به ط ها  نامتناهي از مربع اي ب) دنباله

 امتياز]  ۶د؟ (روي هم قرار گرفتن مجاز است). [انها پوش توسط آن را صفحه توان يم

کند، تا جايي  تر تقسيم مي کوچک بستهدو  هرا انتخاب کرده و آن را ب بستهسنگ دارد. در هر حرکت، او يک  ۱۰۰از  يا بستهکاوه  )۷

 که هر يک فقط يک سنگ دارند به دست آيد. ثابت کنيد: بسته ۱۰۰که 

  امتياز]  ۶[سنگ دارد.  ۶۰هست که روي هم  بسته ۳۰ها،   بستهرسد که از ميان  الف) موقعي مي

  از] امتي ۳سنگ دارد. [ ۶۰هست که روي هم  بسته ۲۰ها،  بستهرسد که از ميان  ب) موقعي مي

  امتياز]  ۳سنگ داشته باشند. [ ۶۰نباشد که روي هم  بسته ۱۹گاه  که هيچ بکندتواند طوري اين کار را  ج) کاوه مي
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(The result is computed from the three problems with the highest scores; the scores for the individual 

parts of a single problem are summed.) 

Points Problems 

4 

1. In a team of guards, each guard has a certain rank (a positive integer). A guard of 

rank � is on duty for � days, then he is off-duty for � days, again is on duty for � 

days and so on. For each two guards, the ratio of the senior rank to the junior rank 

is at least 3. Is it possible that in such a team of guards at each moment at least one 

guard is on duty? (The guards need not all start their duty on the same day). 
   

 

5 

 

2. 

 

Inside a given circle 100 points are marked. No three of them lie on the same 

straight line. Prove that it is possible to split the points into pairs in such a way, that 

all 50 lines drawn through each of 50 pairs have their intersection points inside this 

circle. 
   

6 

3. 

 

  

Let � be a positive integer. Prove that there exist integers ��, ��,� , �� such that 

for any integer � the number �� ���� 
 ����� 
 ���� 
 
 
 ������ 
 �� 
is divisible by �� � �. 

   

6 

4. 

 

 

Alex marked six points on unit cube, one point inside each face. Then he connected 

by segments any two marked points on neighbouring faces. Finally, he calculated 

the total sum of lengths of these segments. Prove that the number he got was no 

less than � �. 
   

8 

5. Let line � be a tangent to the incircle of triangle ���. Let ��, ��, ��  be the lines 

symmetrical to � about the bisectors of exterior angles of triangle ���. Prove that 

the triangle formed by these lines is congruent to triangle ���. 
   

 

3 
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6. 

a) 

 

b) 

 

In an infinite sequence of rectangles the area of �-th rectangle equals �� for each �. Is it always possible to cover the plane by them? Overlapping is allowed.  

Given an infinite sequence of squares such that for any number � there exist 

squares of total area greater than �. Is it necessarily possible to cover the plane by 

them? Overlapping is allowed. 
   

 

 

6 

 

3 
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7. 

 

a) 

 

b) 

 

c) 

Konstantin has a pile of 100 stones. At each move he chooses a pile and splits it into 

two smaller ones until he gets 100 piles of a single stone each. Prove that 

at some moment among the piles there will be 30 piles containing 60 stones in 

total; 

at some moment among the piles there will be 20 piles containing 60 stones in 

total; 

Konstantin could proceed so that at no moment he will have 19 piles containing 60 

stones in total. 
  


